Rezolvarea sistemelor de ecuatii liniare

Laurentiu DEACONU*

Abstract

Ne propunem sa realizam o aplicatie (un program) care sa rezolve
un sistem de ecuatii liniare. Nu insistam asupra sistemelor de ecuatii
liniare compatibile determinate (pentru care rangul matricei sistemu-
lui este egal cu rangul matricei extinse i cu numarul de necunoscute)
pentru care exista multe metode simple de rezolvare (inclusiv metoda
Crammer) care se pot transfera in algoritmi informatici, ci prezentam
o metoda care permite atat stabilirea compatibilitatii cat si rezolvarea
sistemelor compatibile nedeterminate.

1 Argumentare matematica
Consideram sistemul de ecuatii liniare

a1121+ Q1o+ -+ Ay, =by
CL21£U1+ a22$2+- -+ A2nTy :bg

: (1)

Am1T1+ 2Tt + ATy :bm

cu a;,b; €R i€ 1,m,j €1,n, mne N,

Algoritmul folosit pentru rezolvarea sistemului are la baza lema substi-
tutiei. Pentru simplificarea calculelor vom organiza rezolvarea transferand
sistemul intr-un tabel. In mod normal, daca sistemul este compatibil, algo-
ritmul are m pagi. La pasul k (0 < k < m) tabelul are urmatoarea structura:

*Universitatea din Pitegti, laurentiu.deaconu@upit.ro



T To .. x; .. T

[k [k [k [k

j“ jy jl[] ]7[1]
Tk 2 2 2 k k
2[1 ] a[n} a[12] o a[u} . a[h]L b[1 ]
[k k k k k k
2[2] 0[21} a[22] . a[ﬂ} o a[Qr]L b[Q]
[k k k k k k
ZL] aLl} aLQ] . aLl} . agw]l bL]

k k k k k
0 au-l,l aum e alurl,l e GHLH bL:J]rl
0 a[n’fb],l aL’fL],Q e ai,’j],l e ay;]/n b[:b]/

Elementele tabelului vor fi precizate in cadrul algoritmului.
Pasul 1° Generarea tabelului. Primul tabel se completeaza astfel:

1. Prima linie x, 2o, ..., x, este doar o notatie pentru coloanele asociate
necunoscutelor sistemului. Ea nu se modifica pe parcursul algoritmului.

2. A doua linie ji, jo, . .., jn se completeaza cu 0, j;, = 0, Vj € 1,n. Ea se
completeaza cu elemente nenule la fiecare pas.

3. Coloana din stanga cu elementele iy,1s,...,%,  are initial toate ele-
mentele nule, 7, = 0, Vk € 1,m’. La primul pas avem m’ = m. Se
completeaza cu elemente nenule la fiecare pas al algoritmului.

4. Zona centrala contine elementele matricei sistemului. La primul tabel
(k=0) avem al[g] =a;, Viel,m,Vjeln.

5. Coloana din dreapta se completeaza cu termenii liberi ai sistemului.
Avem bEO] =b;, Viel,m.

Pasul 2° Prelucrarea tabelului. La pasul k, (k € 1, m'), parcurgem urmatoa-
rele etape:

o e a1 k=1 k=] [k—1] k=1] . <
1. Cautam, in linia a; ,apy ,...,05 ,...,qQ;, = din zona centrala,

un element nenul. Daca gasim, il numim pivot, identificam coloana in
care se afla (notata x; in tabelul de mai sus) si trecem la pasul urmator.
Daca avem agfq_l] =0, Yq € 1, n, atunci:

(a) daca bLkil] = 0 eliminam linia k deoarece corespunde unei ecuatii
care este o combinatie liniara a ecuatiilor precedente si care nu
conteazd in rezolvarea sistemului. In acest caz numérul ecuatiilor
se micgoreaza cu 1, m’ < m’ — 1. Daca avem k < m/, reluam
etapa 1, altfel trecem la Pasul 3°.



(b) daca bLk_l] = 0 algoritmul se opreste. Sistemul este incompa-
tibil.

2. In coloana din stanga, punem @[ - [, unde z; este coloana in care a
fost 1dent1ﬁcat pivotul. Celelalte elemente raman ca la pasul precedent,

i = yp e (1,2, m\ {k)

[]_k}SIJ[k]—jq ,Vge {1,2,....,n}\ {l}.

4. Elementele din linia care contine pivotul se impart la pivot:

3. In linia a doua, punem J

] _ aty — o by
q _ Y%
Uhg = o] Vgeln, b = ]

Qg Qg

Evident agckl} =1.

5. Celelalte elemente din coloana x;, in care se afla pivotul, vor fi egale cu
0, ay =0,Vp € {1,2,...,m'}\ {k}.

6. Toate elementele care nu au fost inlocuite in etapele 2-5 se determina
folosind requla dreptunghiului:

[k—1] [k—1] [k—1] [k—1] [k—1] [k-1]
a[k} . (pq A — gy pl - a[k;_l] Qg pl
Pq [k—1] T Upg k—1]
Qg Qg

Vpe {1,2,....m'}\ {k}, Vg € {1,2,... . n}\ {I}.

7. Daca k < m/, cregtem valoarea lui k£ cu 1 si reluam Pasul 2°, altfel
trecem la Pasul 3°.

Pasul 3° Recuperarea solutiei. Sistemul este compatibil:

1. determinat, daca m’ = n. Solutia este x; = b[ﬁ],], 1<1<n.
I

2. nedeterminat, daca m’ < n. Construim multimea S = {l € N| jl[m/] =
/] [m] i[m’],

0,1 <1< n}. Parcurgem a doua linie, j;" ', J5 °5...,Jn
(a) daca j[m] =0, 1 <1 < n, atunci z; este necunoscuta secundara si
avem x; = qq, unde o; € R este un parametru

(b) dacajl ]7&0 1< <n, atunm:z:l—b Za[m



2 Exemplu de calcul

Consideram sistemul

T1+ 229+ 3x3+ 4x4+ Dxs = 6
201+ x9+3x3+ 274+ 5= 8
214 529+ 625+ 10244 1425 =10
2r1+ x9+623+ dSwy+ 45 = 3

(2)

Pentru rezolvare utilizam algoritmul prezentat mai sus. Mai intai scriem
tabelul initial.

r1 Ty Tz T4 Ts
0 0 0 0 0
0l[1] 2 3 4 5|6
02 1 3 2 1]8
0|1 5 6 10 1410
0|2 1 6 5 413

In linia corespunzdtoare primei ecuatii toate elementele sunt nenule, deci
oricare element poate fi ales ca pivot. Pentru a evita calculele complicate,
alegem ca pivot primul element, pe 1, elementul incadrat intr-un patrat in
tabelul anterior. Prelucram primul tabel:

— in coloana din stanga, in linia pivotului, punem 1 deoarece am ales pivotul

in coloana lui x1; restul elementelor se transcriu din primul tabel;

— 1n linia de deasupra zonei centrale, in coloana pivotului, sub x;, punem 1

deoarece pivotul se gaseste in linia 1 din zona centrala, linia corespunzatoare

primei ecuatii; restul elementelor se transcriu din primul tabel;

— linia pivotulur se imparte la pivot, adica se transcrie deoarece pivotul este

egal cu 1;

— coloana pivotului se completeaza cu zero-uri;

— restul elementelor se calculeaza cu requla dreptunghiului; de exemplu, ele-

mentul din linia 4 si coloana 3 din zona centrala (care este 6 in primul tabel)

se calculeaza astfel:

ny 6-1-2-3
A3 = f

6 este elementul corespunzator din tabelul anterior, 1 este pivotul, 2 si 3

sunt ”proiectiile” elementului inlocuit pe coloana, respectiv linia, pivotulus.

Termenii liberi se calculeaza in acelagi mod: elementul din linia 3 din coloana

termenilor liberi se calculeaza astfel

:O,



Obtinem tabelul urmator:

T To T3 T4 Tp
1 0 0 0 0
11 2 4 5|6
0] 0 -3 —6 —9|—4
0j0 3 3 6 9|4
0{0 -3 0 -3 —6|-9

In linia corespunzatoare ecuatiei 2 alegem pivotul —3 din coloana lui
Z5. In coloana din stanga, in linia pivotului punem 2 deoarece pivotul este
in coloana lui s, iar in linia de deasupra zonei centrale, sub x5, punem 2
deoarece pivotul se gaseste in linia 2 din zona centrala. Restul elementelor se

completeaza ca la pasul precedent. Obtinem tabelul:

r1 T2 T3 T4 s

1 2 0 0 0
101 0 1 0 —-1|2%
2/0 1 1 2 3|3
0j0 0 0 0 00
0|0 0 3 3 3|5

Observam ca in linia 3 din zona centrala, in
necunoscutelor toate elementele sunt egale cu 0, deci nu putem alege un
pivot. Elementul corespunzator din coloana termenilor liberi este tot 0, deci
putem renunta la ecuatia 3. Eliminam aceasta linie si obtinem tabelul:

coloanele corepunzatoare

Ty T2 T3 T4 Tp

1 2 0 0 0
11 0 1 0 -1|4%
2/0 1 1 2 3|3
010 0 3 3| -5

In tabelul anterior alegem pivotul 3 din ultima linie si coloana lui z3.

ry X2 T3 Tg Ts

1 2 3 0 0
11 0 O -1 —=-2] 5
2,0 1 0 1 2 3
310 0 1 1 1 —g

Analizand ultimul tabel deducem ca sistemul este compatibil nedetermi-
nat. Necunoscutele principale sunt 1, x2, 3, iar necunoscutele secundare x4
si 5. Asociem paramatri reali necunoscutelor secundare: z, = «, x5 = .



Pentru simplificarea identificarii solutiei putem completa tabelul anterior

astfel:
a fp
1 Ty T3 Xy T
1 2 3 0 0
11 0 0 -1 —-2| 5
210 1 0 1 2 3
310 0 1 1 1 | -2

w

Pentru xq, in linia de deasupra zonei centrale gasim 1. In coloana din
stanga identificam linia in care se gaseste elementul 1. Din aceasta linie re-
cuperam z: din elementul din coloana termenilor liberi, 5, se scad produsele
dintre elementele din coloanele corespunzatoare parametrilor si respectivii
parametri, adica —1 -« si —2 - . Procedam similar pentru necunoscutele x5

si x3. Obtinem astfel solutia:

x1
T2
xs3

Ly

Ts

S5+a+2p3
3—a—20
-0 -5,
o

5

3 Implementare in limbajul C+4+

Algorimul prezentat in acest articol permite realizarea unui program care

e determina daca un sistem de ecuatii liniare este compatibil sau incom-

patibil

e identifica daca un sistem compatibil este compatibil determinat sau
compatibil nedeterminat

e pentru sistemele compatibile determinate calculeaza solutia

e pentru sistemele compatibile nedeterminate determina solutia generala,
in functie de parametri.

Programul prezentat mai jos, realizat in Code::Blocks, citeste datele
din fisierul text sistem.txt si scrie rezultatele in figierul text solutie.txt.



Figierul prezentat mai jos (sistem.txt) contine datele corespunzatoare
sistemului (2). Prima linie contine m,n, numarul ecuatiilor, respectiv nu-
mérul necunoscutelor. In continuare se scriu elementele matricei extinse de
dimensiune m x (n + 1), ultima coloana continand termenii liberi.

4 5
i1 2 3 4 5 6
2 1 3 2 1 8
1 5 6 10 14 10
2 1 6 5 4 3

Programul respecta algoritmul prezentat cu mici diferente:

— Pentru alegerea pivotului se determina elementul din linia curenta care
are valoarea absoluta maxima. Daca acesta este nul, deducem ca toate e-
lementele liniei sunt nule. Se analizeaza Pasul 2°, etapa 1 (a) si (b). Daca
elementul determinat este nenul, acesta va fi pivotul (se alege elementul cu
valoare absoluta maxima pentru reducerea erorilor de rotunjire).

— Pentru a verifica daca un numar real este nul, nu il comparam cu 0 ci
verificam daca valoarea absoluta a lui este mai mica decat e, unde € este un
numdr real pozitiv foarte mic. In program e = 10720

— Prelucrarea tabelului din Pasul 2° se face parcurgand etapele in ordinea
6,4, 5, 3, 2.

#include <iostream>
#include <fstream>
#include <iomanip>
#include <math.h>
using namespace std;

ifstream fi1("sistem.txt");
ofstream f2("solutie.txt");
int m,n,io,jo;
double a[20] [40],eps=1.0e-20;
int o[40],v[20];

void citire()

{
int 1,j;
£1>>m>>n;
for(i=1;i<=m;i++)
for(j=1;j<=n+1;j++)

f1>>alil [1;

f1l.close();

}

void generare_tabel()

int i,j;
for(i=1;i<=m;i++)



v[i]=0;
for(j=1;j<=n+1;j++)
o[j1=0;

void prelucrare()

int i,j;
for(i=1;i<=m;i++)
if(i'=io)
for(j=1;j<=n+1;j++)
if(j!=jo)
alil [j1=C(alil [jl1*alio] [jol-alil [jol*aliol [j1)/aliol [jol;
for(j=1;j<=n+1;j++)
if(j1=j0)
aliol [j1/=aliol [jol;
for(i=1;i<=m;i++)
alil[jol=0.0;
alio] [jol=1.0;
o[jol=io;
v[iol=jo;

}
int pivot()

int i,3;
double max;
max=fabs(alio] [1]);
jo=1;
for(j=2;j<=n;j++)
if (max<=fabs(alio]l [j1))
{
max=fabs(alio] [j]1);
jo=j;

if (max<eps)
{
if (fabs(alio] [n+1])<eps)
{
for(i=io;i<m;i++)
for(j=1;j<=n+1;j++)
alil [j1=ali+1][j1;

m ’
return -1;
}
else
{
f2<<"Sistem incompatibil!";
io=m+2;
return O;
}
}
else
{



}

}

return 1;

void recuperare_solutie()

{

}

int j;
char c[n];
if (io==m+1)

{

3

if (m==n)
f2<<"Sistemul este compatibil determinat.'"<<endl;
else

{

f2<<"Sistemul este compatibil nedeterminat.'"<<endl;
int k=96;
for (j=1;j<=n;j++)
if (0[j1==0)
c[jl=char(++k);

f2<<"Solutia sistemului este:"<<endl;
for(jo=1;jo<=n;jo++)

£2<<"x"<<noshowpos<<jo<<"="<<showpos;
if (o [jo]==0)
{

f2<<c[jol<<endl;

else

{
io=o[jo];
f2<<setw(8)<<fixed<<setprecision(4)<<alio] [n+1];
for(j=1;j<=n;j++)
}f((o[j]==0)&&(fabs(a[io][j]))>eps)

f2<<setw(8)<<fixed<<setprecision(4)<<-alio] [jl<<"*"<<c[j];
+
f2<<endl;
}
3

void scrie_tabel()

{

int i,j;

f2<<endl;
f2<<" |H;
for(j=1;j<=n;j++)

f2<<setw(5)<<o[jl<<" "

£2<<" | "<<endl;



f2<<n ________ n ;
f2<<endl;
for(i=1;i<=m;i++)
{
f2<<setw(4)<<v[i]<<"|";
for(j=1;j<=n;j++)
f2<<setw(8)<<fixed<<setprecision(3)<<alil [j];
f2<<" | "<<setw(8)<<fixed<<setprecision(3)<<a[i] [n+1]<<endl;

f2<<endl;
}

int main(void)
{
int p;
citire();
if (m==0]||n==0)
{
cout<<"Sistemul nu exista!";
return 1;
}
f2<<"Tabelul initial:"<<endl;
generare_tabel () ;
scrie_tabel();
io=1;
do
{
p=pivot );
if (p==1)
{

prelucrare();
f2<<"Pozitia pivotului: linia "<<io<<" coloana "<<jo<<endl;
scrie_tabel();
io++;
3
else
{
if (p==-1)
{

f2<<"Eliminare ecuatie - linia "<<io<<endl;
scrie_tabel();
}
}
}
while(io<=m);
recuperare_solutie();
£2.close();
return O;
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Pentru sistemul (2) se obtine rezultatul din figierul solutie.txt:

Tabelul initial:

Pozitia pivotului: linia 1 coloana 5

5| 0.200 0.400 0.600 0.800 1.000]| 1.200
0l 1.800 0.600 2.400 1.200 0.000
0l -1.800 -0.600 -2.400 -1.200 0.000| -6.800
ol 1.200 -0.600 3.600 1.800 0.000| -1.800

(e}
(09}
o
o

Pozitia pivotului: linia 2 coloana 3

5] -0.250 0.250 0.000 0.500 1.000|] -0.500
3| 0.750 0.250 1.000 0.500 0.000]| 2.833
0l -1.500 -1.500 0.000 0.000 0.000| -12.000

Pozitia pivotului: linia 3 coloana 1

5| 0.000 0.500 -0.000 0.500 1.000] 1.500
31 0.000 -0.500 1.000 0.500 0.000| -3.167
1l 1.000 1.000 -0.000 -0.000 -0.000] 8.000

Sistemul este compatibil nedeterminat.
Solutia sistemului este:

x1= +8.0000 -1.0000%*a

x2=a

x3= -3.1667 +0.5000%a -0.5000%b

x4=b

x5= +1.5000 -0.5000*a -0.5000%b

Aga cum se poate observa din figierul cu rezultate, solutia generala obti-
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nuta prin program pentru sistemul (2) este

(

1= 8 —a
To = a
19,1 1
] x3:—39+5a—§b,
T4 = b
- 3_1._1
(T5 = 530 14

(4)

In aceastd formi ea difers de solutia generala 3 obtinuta in exemplul de

mai sus. Cele doua solutii generale genereaza aceeagi multime de solutii.
Daca identificam necunoscutele x4 si x5 din cele doua solutii

3 1 1
Ta=a=2» §ix5:B:§—§a—§b,

adica, daca folosim substitutia

) 3 1 1
a=b §1B—§—§a—§b,
in solutia (3), regasim solutia (4):

.

r1=54+b+3—a—-b=8—a
Tg=3—-b—3+a+b=a

—_5_p_3,1 lp 19 1.1
r3=—3 —b—5+za+3b=—%+3a0—3b,
.174_b

3 1 1
(75 =5 — 30 — 5b
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